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| DEVOIR DE MATHEMATIQUES EN TEMPS LIBRE No3|

lE‘xercice : distances sur Rl

(i) vcz;‘m R dley) = dly 5.
(ifi) ¥(z, y, z) € R® : 4(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2).

1‘)a)M01'1t1‘e1' que V(z,y, z) € R® 1| d(z,y) — d(y, 2) |< d(z, 2).
b) Quel nom peut-on donner aux inégalités | d(z,y) — dy, z) |< d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2) ?
2).a) Montrer que d: (z,y) —|z — y | définit une distance sur R.

b) Plus genera.lement jmontrer que si f : R — R est une appbcatwn strictement monotone, [ﬂ - LP\
d (:z: y) H[ j‘(:c) f(y\ | deﬁmt tme d:sta.nce surR _

st b . ",-‘é. TN
3) a) Montrer.que.V(a,o,;c).eR a+b/:;/c=> b+1>; P
b) En déduu-e ‘11’-""; si d est Hpé d_I',stance sur R, il en est de méme de d:(z,y)— d(z,y)

d(z,y) + 1
4) Définition : Soit d, une distance sur R.

(1) On appelle boule ouverte de centre a, derayonr, (a € R,r € R, ), 'ensemble

B(a,7) = {z € R/d(a,x) < 7}

(11) On appelle boule fermee de centre a, de rayonr, (a €ER,reRy) ! uﬂS’-‘L‘ﬂb]e

B'(a,r) = {z € R/d{o,z) < r}. / (

(iii) Une partic O de R est dite ouverte pour d si et seulement si elle posséde Ia propriété suivante :
Va€ ©.3r >0,B(a,r)CO.

(iv) Définition : Un partie ,7-' est fermée pour d si et seulement si son complémentaire est ouvert
pour d.

a) Vérifier que I’on & bien muni ainsi R d’une structure topo]ngque, Clest-2 dire que :
(D) R et @ sont des ouverts de R.

(i) V (0:);¢;, famille d’ouverts de R : UI O; est un ouvert de R.
i€

(iii) V ne N*, VO,,0,,-- 0,,,, ouverts de R ﬂ O est un ouvert de R.

}J_{Venﬁer qu’utie boule ouverte B(a, r) est un ouvert; pour d.

’&J)Monti‘er gii’iine boule Tormds &t une partie fermée de R pour d.
5) Définition : Deux dIStaHC$ d et d’ sur R sont dites équivalentes si et seulement si :
3k>0,3K >0, V(z, y) € R : k.d(z,y) <d'(:1:, y) < K.d(z,y).
a) Montrer que les ouverts pour d sont les mémes que les ouverts pour d'.
b) Donner un exemple de distances non équivalentes sur R.



oty

' @mﬁmce i R On appelle sinte de Cauchy pour d, toute suite (u.n) de”
réels vérifiant Ia propriété suivante : ) 0
Ve>0, I ng, (p > 0,4 > o) = d(up,uy) <e.
‘a) Montrer que, si d et d’ sont deux distances équivalentes sur R, les suites de Caucby sont les mémes
pourdetd'. .
b) Que/dire de R, muni d’une distance équivalente 3 la distance d : (z,y) |z —y | ?

_________ . LN

;o

[robiime]

L'objectif du probléme est la détermination dapproximations rationnelles de nombses réels, en pakticu-
- lierde-e, au moyen de développements en (ractions continues. .

i.es trois premicres parties sont lar, 'cménl indépendantes. La partie | propose la construction d'une suife

de nombres rationnels convergeant vers 2, fa partic Il celle d'une suite de fonctions rationnelles convergeant

vers la fonction tangente hyperboliqué. [a p'lrm. IH introduit la notion de développement en fraction continue.

etia pame 1V pruposc la recherche de tels Lll..VElep(.mul Isen uuhsant les résyltats des parties précédentes.

Dans ce prohlcxm, on'note (@), (u,), (ul,,) ete., des suites de nombres réels indexées par n o ndécerit

I'ensc.mble dus uuu:rs naturels M.

€ )n peut utiliser, suns en faire ka démonstration, le résultad suivant @ on déu.rminc une suite (v,) de
nombres réels ¢t une seule pai la donnde de ses deux premiers iermes 3, et Xy et de la relation de récurrence::

Vn2 Xy =0, Xy F Xemy OB (@,),5:  slune suile donnée de nombres réels.
I. APPROXIMATION PE [Z PAR UNE SUITE. DE NOMBRES RATIONNELS
A. Construction d"une suite de nombres réels convergeant vcfs 2 - 1.
. e X

i !

1. Veérifier que J2 — 1 est solution de l'équalioh X =3 _:_ ra
2 . - ) - i ' !
2. Représemter grnrhuqncmcm (repere orthonormal, unité 10 cm) la fonction £ définic sur le segment 1
par f(x) = 5= ‘ '

3. Vérifier qu'on définit.une suite (1,) de réels appartenant au segment [0, 1] par uy, =.0 et la relation
e récurrence : - S .

VI!EN u,,“-.-z-—_l-!-:‘-

En utilisant le graphique précédent, marquer, sur l'axe des .xhscmc.s. les points d ‘abiscisses rc.spccuves
Uy, Wy, Uy, U3

4._Alt)n(rerquc,VnéN: ' 11;,., -(J2 - l)l = (i +ﬁ)l(2'+'l) I u, - (2 - l)l-

Endéduireque, vnEN, l Upey = (J2Z — l)l' s:H u, - (J2 - I)I puis

vaen, [ u-wz-n] < &
Conclure,



. i’ropriéfés de Ia stiite (1e,).

{. Vérifierque, ¥ n € N, u, estun nombre rationncl. .
2. Caleuler 1, pourlesvaleurs 1, 2,3, 4, 5 de n. }, '

3. Montrer goe Ja saite (1r,,) est croissante et que fa suite {1,,,,) est déeroissante,

On ponna sappuyer, pour démoitrer cos propridtcs, sur ke seas e variatioa de §.

- 4. Déduire des résultats préeddents un encadrement d'amplitude inféricure & 10 de f2—~1 par des
nombres rationnels, puis une valeur-décimale approchée de (2 4 107 prés.

: ' _ P . . .
5. Onpose,pour n 2 |, u, = -q—' ou p, ¢t ¢, sont des entiers naturels premicrs entre cux et, pour
! A ) i

n=0,p=0,q,=1,
a. Déterminer py, ¢y, pa, qy.

b, Montrer que, si g et b sont deux catiers naturels premiers um'(. cux, il en est de memc de b et
a+2b.

c. Endéduireque, VaeEN, p ., = ¢,
' Unar = 2q,+ p,.

L AI’I‘R()XIMAI'I()N DE LA FONCTJON l‘AN(nl NTE HYPERBOLIQUE
PAR UNE SUITE DE FONCTIONS RATIONNE IL I'.S

d ¢ +e™* sh «

_ . ) & -
On rappelle que, pour tout récl x, shx = — chye= 3 thx = -a‘—-‘:-

Dans cette partic, on désigne par la méme notation un polynéme et la fonction polynéme associde.

A. Etde d'une suite de fonclions.

1. Vérifier qil‘un définil une suite de fonctions { £, } . continties surxlt ypar:VX€R, folx) =shxeth

relation de récurrence VA €N, VX ER, faq(t) = | = 2¢f(Nde.
. ¢ L4} .

2, lixpliciter les-fonctions fy el f,.
) . '

. Montrer que a suite {f,) vérificla relation : o
VA2 2, ViER, flx)=2(2n A g () SR L, (2).

. On pourra, par excmple, caractériscr _f, par P'expression de sa dérivée [ ctla valeur £, (0).

4.a. M(mlrer que,si P et Q sontdeux polymmu.s telsque: Yx =R, Q(x)shx -P(x) ch x = 0,alors
les palynomes P et Q sont nuls, :

On puurm érudicer le um\purlumm de Q(x)shx = P(x)ch x ¢quand x tend vers 4 o

- - — ce A e

b. Montrer I'exlsu,nce et 'unicité de deux smlcs de polynomes (P,) et (Q,) tels que:

ViEN, YXER, f,,(x) =Q,{(x)shx - P, (x)chx.




¢, Délerminer Py, Q,, Py, Q et montrer gue: . 3
Va22,VaER, P (x)=2Q2n- 1)P,_, (1) +42P,_,(x)
Q,(x)=2(2n - I)O"'?, (x) + 422 Q,_,(%).

d. Montrer que les coefficients des polyndmes P, ¢t Q, sont des entiers naturcels, que les polyndmes P,

sont impairs et les polynomes Q,, pairs. 1
' ‘ i (2n)!
e. Montrerque, YYER, Yne N, Q,(x) 2 O,(0) etyue Q,(0) = =T

B. Suite de fonctions rtionnclles convergeant vers Ia fonction fangente hyperbolique.

. Montrerque, Ya SN, VxER,,

ﬁ,(x)l's %'shx.

2. Endéduireque, Yn € N, vre r,,

sh x - pn(xb) _ri:' sh x L s (que ||i X - ____P,,(x) < ___.\’1"
chx Q, (x) n! chx 0, {x) puis quie ' Q,(x) (Qu)t -’

- . . P,(x) .
3. Montrer que, pour tout réel x, la suite ( -6'-'5 rf converge vers th x et que la convergence est uni-
ald : : .

formesur tout segmentde R. -~ 4o a Meme . No el e peme -l:}x ,

YEro o, M%]/%}/ﬁﬂo

1t l)l’iVLil.()l’l-’!'ZMI'EN'I‘S BN FRACTIONS CONTINUES

“Dunsla suite du probleme, pous towt réel x, onnote € (x) su purtic entitre, cest-i-dire le plus grand.
nombre.entier inféricur oudgal . x .

Soit « unsiéel positif il s'Gerit a = i Q- artient & I'inte ;s -
aekla). i _, i a=f(a)+m oitr © appartient & lbmu-.rvallu [, l[. Oljl pose

Si @ est non nul, an peut éerire 1. B (-1-) + w; elona:
e [11] !
@ = a+- ! R
N o enposanl a, = B o E

- . I . .
. Stw =0, a=q + ;— est rationnel.
I

Si w; est non nul, on peut poursuivre le processus et poser. -l—_= E (l—) + ;. Onadonc: -
' ' o : [, g )

W,
a= + -, .-._.l.. l
oy . T enposant @ =E {-~].
al + _'._.._..._ . u)l
a + m,

, S D 1A ! ! : N co
Onconstate que my = ~— — E |—} @y, = — = E[l—], ce qui suppére lintroduction de
. w (1)) - uy - (0,

I'app'licmiunfl' c-iéﬁnic sur Pintervalic [0, t{par TN =0 «, ¥-x e, 1 / T(x) = "'I_; -E (-l\-) C
l-;xfc-mple : Caleuler T (J2 - 1). |

Pour a = 2, déterminer Hy, @, 4 ¢l W.

A. Suile d'entiers associée 2 un nombre irfntionllcl'gc_)si(il'. .
I. Montrerque, Yx€([0,I[, T(x)& 1 o que-
vielo I, E (-:r-) >,

On définit T° =id ob id ddésigne Fapplication identique de Fintervalie ﬁl, L[ dans lui-méme puis, par
récurrence, pour tout enticr naturel #, T+ = T,T", ’




2. Soit @ un réel strictement compris entre O et 1.
On se propose de démontrer que o est rationnel si ¢t seulement si T" (@) est nul & partir d'un certain
rang. '

4o
a. Montrer que T (w) est rationnel si et seulement si w st mlig‘mncl.
Fndéduire que, si @ est irrationncl, pour tout entier naturel 1, T (w) est différent de 0.

. . o (P L
b, Soient p ot g deutentierstelsque 0 < p < g, Montrer gue 'l ({7) = ;- ou r est le reste de

ia division cuclidieane de g par p.
i déduire aue, si w ost rationnel, il existe un entier 2, 2 1 {el gue T {w) soll non nul ot gue,
1 1

© pour tout enticr a2 sug;érxicurm.; S sy, 17 () = 0,

4
3. « étant un nombre irrationnel positif, on considére @ = a — E(a).

Vérifier qu'on définit une suite denticrs naturcls (a,) . strictement positifs snuf pewt-éire a, . en'posant.;

Loy
=Bl e Vo> 1 a=8 ()

B. Développement en fraction countinue.
iin se plagant dans Phypothese ef avee les notations du AL 3., on considére ta suite de fonctions (@), défi-
mivs sur Ry, par gy (1) = a4, + x ctlarclation de réeurrence . ,

v r_rE N, Pngq (x) = o, ("'- l+ x)
adl

Enfin on pose, YnEN, r, = ¢, (), associant ainsi au réel «  unc nouvelle suite nunwrique,

la suite(7,) . :
. : | 1 :
Onadonery, = a,, n=aqa + e = a, + cteu.
' @+ —
"L

Remarquant que 7, ne dépend que de la suite finie (4, @, ., a,), onnote r =|a,, a],
np=la.ag, o, r,=[, &, g, ., a).
L objectif de cetie partie est de démontrer la convergencee de lasuite (7)) vers .

I. Convergence des suites (r3,) et (ry,4,) . _
a. Montrerque, YVaE€N, a = ¢,(1"(w)).
h. Mentrer que les fonctions - ¢, sont strictement!monotones, décroissantes si n est impair, croissantes.

si: n est pair. . ‘

. Déduire des questions précédentes Wi, VaEN, 7, <a<rn,,.

d. Vérifier Gwe, VREN, 1., —~r,=q, S = pa(0).

o g —
ni | Gyes

En déduire qué la suite (r,,) est croissante et la suite (r,,,4) décroissante.

e. Montrer que chacune des suites (1) ot (r,,, ) cst convergente._

2. Expression de r, sous fonne de fraction irréductible. _
P + x Pu-1

o {p,) et (q,) sont deux suites
e Pl 0 (p) et (4) som |

a. Momtrerque, Ya 21, VYER,, ¢,(x)=
‘ . - :

d'entiers naturels déliniespar py=a,, py =1+ aya,, @=1, q = a et
V n ? 2 ’ l’n = “.‘Pn"l + I,'—Z L qll = all qll'l + ‘IJI"Z'

e e )
En déduire que r, = L
L/ [ ]




b, Propriétés des suites (p,) et () -

’ Montrer que: i les suites (p,) et (q,;) sont croiissan(cs.
’ i, YIEN, @u2>24q, = 34
iii- V n € N ’ l'n"n'l-l - Pnl-l (Iu = (_" l)"*l .

iiii. ya=1, p,.et g, sonlpremicrs entre eux.

3. Converpence de la suite (r,) .

' . pn I"H ] — !
o Enremargquant que,V 2 € N, — - = .
' ard H ‘lu qnt i ‘I.. qnl 1
P, £1 AR
monirerque, ¥V 5 € N, —farr | g 5%
qn qn 1

b Montrerque, V€N, L )< et Lo L gf< —L-
. qn ' | ‘In ‘lni ] qn 2'“

En déduire que la suite (r,) converge vers «.
On dit qu'on a effeciué le développement en fraction continue de a et on écrit ;
u = (uy, ay,...qa,,..].

r, est nomné développement en fraction continue d'ordre nde a.

PR

' .y
¢. En remarquant que Lo _ L] ¢ L Pumy _ P . montrer que Lu < | L,
In Gury 2 Un-1 4 Yn Qn- s
. . . o, a p c
d. i. Sovient a, b, ¢, d, p, ¢six nombres enticrs naturels telsque  be = ad =1 ¢t s < -;;- < e

Montrerque p > a, p> ¢, q> b, q > d.

" o ye s ’ e’ . ' Y . . s Py
ii. Endéduire que, si le nombre rationnel positif -L. est une meilleure approximationde a que ~*,
- (’ . .

aloisp> p, et g > gq,.

4. Excmple: dévclmnx:nwnt en fraction continue du~ﬁ Les notations sont celles de la partie L

a. Vérifier quc les suites (p, ) et (q,) uurmlmlunm I'sont caractérisées par

=0 =1, _q.,==l = 2

ct Yaz2, p,=2p,4F Puasrs '-‘-'-2 Quey + Qnez.

b. En utilisant le caleul de T(JZ = 1) donner le développement en fraction continue de /2.

. Cas d'un nombre rationnel,

Dans cetie quesiion, et sculement dans célic guestion, on suppose que a est un nombre rationnel, stricte-
ment positif, non entier.

On pose & nouveau g, = l- () et o =g = E (a). On sait (Ill A.2) quil existe un entier n, 2 1 tel que
TW ' w)#0 et VYanzn, T w) =20, )

. -
Onpose,pour t € n < n,, = I (_____
puse, x n ‘ 1y, a, =1 T (m)) .



a. Montrerque g = [a,, ay, ..., a, | (notation du 1ILB.).
On dit qu'on a un dwclnp;wmcnl en I'r.u.lum continue fini de a.
On pourra adapter a cette situation Fétude Faite danslccasoita Lssit'rali(mncl.
A " : »

. T . . ) . s . : s . .
2 dtantéerit sous forme fractionaire —,;-, vérifier que ay, ¢, ..., 4, Sont obtenus a. partir de Falgo-
‘ L]

rithme d*Euclide pour la recherche du plus grand commun diviscur-de pet g et quon a a, = 2.

193 . 2721

b, Dans chacun des deux cus a = TR ¢l m= Toor uxpﬁcilcr Qg Cyyoveny ty o
1 . n

e Soit (a,) une suite denfiers naturels, strictenvent positils sauf peut-étre a,. On lui associe Ia suite (r, )
définicpar Ya €N, r, = |, a,...,q,] (voir [1LB).

A ‘On pournm cn introduisant les suites (p,) et (¢,) définies a partir de la suite (a,) comme au 1I1.B.27
ainsi que la suite de fonctions (tp,,) démontrer dque la suite (7, ) est convérgente et qué sa limiie « a pour
dévetoppement. en fraction continue |a,, a,, ..., d,, ...}, mais nous'admettrons tout ceci dans la fin

de ce probleme.

IV. DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE DE e

I.c.s notations sont eelles de la partie U

) ] {1 : .
Onpose,YnE N, p, =P, ( 5) o Gy = Q, (E-) Onr sait (¢f, H) que la suite ( I—;i) a pour limite th %
! "

L. Développement en fraction continue de th —

«a. Vérifier que les suites (p,) ct (q,) sont caractérisces par fes conditions i py = 0, py = 1, q, =1, G =2
et Vi 2 2, P = 2(2"_ l)p -1 + On-2s Qy = 2(2"_ l)‘ln—l + In-2 -

b. En déduire que le développement en fraction continue de th é—csl:

i '
=102 610, ., 2(2a=1) .|

2. Développement en fraction continue de e.

1
b+ th 2

a. Montrer que e = .
I = th =
2

b. Vérilicrque, VN E N, ¢, > p,, .

¢. Démontrer que la sum.( Qo+ P ) a pour limite ¢ ct plus précisément que,

VnenN, e Dot P o , ¢ Qaes F Praiy

0.~ Pra Qager = Prnsr

o On puse, Yn € N, Wy =y ¥ Py s Vo = gy = P
Montrer que, Va 2 2, u, = 2(2n - 1) u,_, + u,_,
v=202n= 1) vy, + v,_y.




Dire pourquoi ‘T" ne peut étre le développement en fraction continue d'ordre n de.e. ¢

e. Culeuler w, et v, pourles valawrs 2, 3, 4 den,

193 2721 . . .
Lexpression des développements en fractions  continues de ETH ct de Tootr supgere dlintroduire
wa=12 ¢, 6 w, €, .]avec:
YneE N, Oust = Cueg = 1, Coweg =20+ 2,

On note CLEM forme irréductible du développenient cii fraction continue d'ordre nde a.

rd

~a
: : : i 2(2in.4 +
i Montrerque, Va2 3, [y, = 220 = 1) ¥y4e5 + Vipes K (20-4) 33,,-5 d3n-¢ )

| Bu-2 = 2.(2" - 1)Z.m-s + gt ( &Ila"'\ 5 a-C .‘ 159"3)

On pourr:i utiliser la relation de récurrence vérifiée par les suites () et (zc) pour lcs valeufs de &k :
' 3 -2, dn=3 . In— 4, In-35, In—6. '
I.o = ’ g ‘

i. Montrerqu'ona,Vn 2 1, U = Y2y Vg = Zygez-

© Déduire des résultats précédentsque :

ex=|2, 1,2, 0, 1,4, 1, w0, Cpr s

L Application numérique.

Munir la caleulatrice d’'un programme permicttant d'obtenir, a partir de la suite (€4), les suites (y) et (z,).

Compte tenu de-la capacité de la machine, indiguer. le plus grand entier », pour lequel les valeurs affichées

de ., ct z,, sont exacics. ' E
o ' . , Yoy .

Préciser e sens de Ferreur.commiise et un majorant de cette errcur sion prend — comme approxi-

mationde e, - - ‘ Ty .



