
Exercice - M0172C

Soient E un espace vectoriel et f et g deux éléments de L(E). Montrer

g ◦ f = 0 ⇐⇒ Im f ⊂ ker g

Supposons que Im f ⊂ ker g. Montrons que g ◦ f = 0.

∀x ∈ E g ◦ f(x) = g (f(x))

Or f(x) ∈ Im f donc f(x) ∈ ker g (puisque Im f ⊂ ker g ). Par conséquent

∀x ∈ E g ◦ f(x) = g (f(x)) = 0

Donc g ◦ f = 0.

Réciproquement, supposons g ◦ f = 0. Montrons que Im f ⊂ ker g

∀y ∈ Im f ∃x ∈ E f(x) = y

g ◦ f(x) = 0 ⇐⇒ g (f(x)) = 0 ⇐⇒ g(y) = 0 ⇐⇒ y ∈ ker g

Donc
Im f ⊂ ker g
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