Exercice - M0179C
1) On se place dans le cas ou f est bijective. Par définition de f nous avons
Ve B fof(r)=—f(x)
Egalité qui se réécrit
Vvee B f(f(z)) = f(-x)
f étant bijective, elle est injective, donc
f(f(@) = f(-2) = flz)=—x
Conclusion : dans le cas f bijectif, nous avons explicité f

Ve e B flz)=—x

2) Nous avons
Vee B fof(x)=—f(2)

Autrement dit
Vee B fof(x)+ f(x)=0

et

Ve e E f(f(x)+x)=0
Donc

Ve e B f(z)+x €ker f
Or

Ve e E = f(z)+z— f(z)
C’est bien la somme d’un vecteur de de Im f et d’un vecteur de ker f puis que

VeeE f(x)elm f et f(x)+xzkerf

Il reste a montrer que la somme est directe. Montrons que l'intersection de 'image et du noyau de f est
réduite au vecteur nul.

yelm fNnkerf < f(y)=0etIx e E y= f(z)

Nous en déduisons

fly)=F(f(x) =fof(x)=—f(z)=f(-x) =0

Donc
f(z) =0
et donc
y=0
Finalement

Im f Nker f = {0}

Conclusion : la somme est directe et nous avons
E =Im f ®ker f
3) Procédons par réccurence. Nous avons déja de fagon triviale
f=f et fPey

La propriété est donc vérifié pour k = 1 et k = 2. Supposons que

= f



Montrons que

P = N f
At =fofk
= fo(Af)
=Mefof
= (=) f

Donc nous avons bien
k+1
[ = N f A1 = =g

et donc
Vin € N* =7

La suite (A\g) est donc une suite géométrique de raison -1, d’ou

VEeN* A =M(—DF = (1)1

Conclusion
Vn € N* M= (—1)”_1f

4) Posons g = f + Idg. Calculons g"
9" =(f+1dp))"
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Conclusion :
Vn € N* g" = f+1dg



