
Exercice - M0179C

1) On se place dans le cas ou f est bijective. Par définition de f nous avons

∀x ∈ E f ◦ f(x) = −f(x)

Egalité qui se réécrit
∀x ∈ E f (f(x)) = f(−x)

f étant bijective, elle est injective, donc

f (f(x)) = f(−x) =⇒ f(x) = −x

Conclusion : dans le cas f bijectif, nous avons explicité f

∀x ∈ E f(x) = −x

2) Nous avons
∀x ∈ E f ◦ f(x) = −f(x)

Autrement dit
∀x ∈ E f ◦ f(x) + f(x) = 0

et
∀x ∈ E f (f(x) + x) = 0

Donc
∀x ∈ E f(x) + x ∈ ker f

Or
∀x ∈ E x = f(x) + x− f(x)

C’est bien la somme d’un vecteur de de Im f et d’un vecteur de ker f puis que

∀x ∈ E f(x) ∈ Im f et f(x) + x ∈ ker f

Il reste à montrer que la somme est directe. Montrons que l’intersection de l’image et du noyau de f est
réduite au vecteur nul.

y ∈ Im f ∩ ker f ⇐⇒ f(y) = 0 et ∃x ∈ E y = f(x)

Nous en déduisons
f(y) = f (f(x)) = f ◦ f(x) = −f(x) = f(−x) = 0

Donc
f(x) = 0

et donc
y = 0

Finalement
Im f ∩ ker f = {~0}

Conclusion : la somme est directe et nous avons

E = Im f ⊕ ker f

3) Procédons par réccurence. Nous avons déja de façon triviale

f = f et f2 = −f

La propriété est donc vérifié pour k = 1 et k = 2. Supposons que

fk = λkf
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Montrons que
fk+1 = λk+1f

fk+1 = f ◦ fk

= f ◦ (λkf)
= λkf ◦ f
= (−λk)f

Donc nous avons bien
fk+1 = λk+1f λk+1 = −λk

et donc
∀in ∈ N? fn = λnf

La suite (λk) est donc une suite géométrique de raison -1, d’ou

∀k ∈ N? λk = λ1(−1)k−1 = (−1)k−1

Conclusion
∀n ∈ N? fn = (−1)n−1f

4) Posons g = f + IdE . Calculons gn

gn = (f + IdE))n

=
n∑

k=0
Ck

nf
kIdn−k

E

=
n∑

k=1
Ck

nf
k + IdE

=
n∑

k=1
Ck

n(−1)k−1f + IdE

=
(

n∑
k=1

Ck−1
n (−1)k−1

)
f + IdE

= −
(

n∑
k=1

Ck
n(−1)k · 1n−k

)
f + IdE

= −
(

n∑
k=0

Ck
n(−1)k · 1n−k − 1

)
f + IdE

= − ((−1 + 1)n − 1) f + IdE

= −(0n − 1)f + IdE

= f + IdE

Conclusion :
∀n ∈ N? gn = f + IdE
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