Exercice - M0203C

Soit (u,,) la suite définie pour tout entier naturel n > 1 par

n
up =1 un+1:1+Huk
k=1

1) Déterminons la limite de la suite (uy,).

Calculons les premiers termes de la suite.

up =1
u=14+4u;=14+1=2
uz=1l+uwus=14+1x2=1+2=3
ug=14+uusuzs =14+1x2x3=14+6=7
us =14+ ujusuzugs =14+1x2x3xT7T=1+42=43
La suite semble croissante et la valeur des termes u,, semble augmenter rapidement. Montrons par

réccurence que :
Vn>1 Upy >N

Pour n = 1, la propriété est vérifiée puisque u; = 1. Supposons que ug > k Vk < n. Montrons que
Upt1 >N+ 1.
Upt1 = 1 +ujug -~ uy,

Or
Vk <n up >1>1

donc
Upp1 =1+ U up 21 +1Xx1Xx1Ixn=n+1

Nous pouvons donc conclure que pour tout n > 1, u,, > n. Nous en déduisons immédiatement la limite
de la suite (u,) (théoréme de comparaison).

lim u, = +o0
n— oo

2) Calculons la limite de la somme (S,,) définie par :

n

1
S, = —
=1 Uk
Up4+1 — 1
Upt1 = 1 +urug - up_1u, = ” =UIUL ** - Up—1 = Uy — 1
n
Il vient alors 1 1 1
u 1 — U
L = Uy — 1 - — = n —
Up, U, Up+1 — 1 Upgp1 —1
donc
1 Uy, 1
Un Upy1 — 1 Upy1 — 1
Un, 1
ULUL - Up—1Up  Upgr — 1
1 1
ULU - Up—1  Upy1 — 1
1 1

Uy, — 1  Upyr —1
Donc, nous avons une somme télescopique puisque

1 1 1

U, Up — 1 Upgpr —1



Il vient alors

Conclusion

Il
+
—

\



