Exercice - M0235C

1) Calculons la dérivée n®™ de
1
f@) =

En décomposant la fraction en éléments simple il vient

1 < 1 1 )
@) =577 " 741
La linéraité de la dérivation nous donne

1/4d* 1 dr 1
= (st et
F) 2\dz"z—1 da"xz+1

Or le calcul des premieres dérivées de chaque terme nous permet de conjecturer ’expression de la

dérivée n°™me
a1 (=1)"n!

denz -1  (z—1)7H!
Montrons cette relation par réccurence. Pour n = 1 nous avons

d 1 -1 (-1t

dez—1 (2—1)2 (z—1)1+

La relations est donc vrai pour n = 1. Supponsons que
a1 (=1)"n!
dznaz—1  (z—1)nt!

Montrons que
dnt1 1 (=) (n+1)!

dentleg —1  (z— 1)n+2

a1 dfm

dertlz -1  da
_d (=1)"n!
~dx (z— 1)nt!

n—(+1)(@-1)"

= (=1)"n! (z — 1)2n+2
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Ce qui démontre la propriété. On procéde de méme pour la dérivée n°"¢ du deuxieme terme. Nous en
déduisons ) ) )
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2) Calculons la dérivée n®™ de

Ce qui s’écrit encore

f(z) = (2% =3z + 1)

La formule de Liebniz nous donne directement
f(n) Zcp 22— 3z + 1)(1))( *296)(71 p)

n(nQ_ 1) X 2 X (_2)11—26—21



Conclusion
f™(z) = (—1)"e™2" (2" —2"(n 4 3)z + 2" 7*(n® + 5n + 5))
3) Calculons la dérivée n®™ de
f(z) = e®cosx

Calculons successivement les premieres dérivée

f(z) = e®cosx
f(x) = e® cosx + e”(—sinx)
= e”(cosx — sin x)

f"(x) = e*(cosz —sinx) + €*(— cosz — sin )

= —2¢"sinx

O () = =2 sinx + —2¢® cos
= —2¢"(cos + sin x)

W () = —2e” (cos & + sin x) — 2e*(—sin z + cos z)
= —4e” cosx

Donc pour résumer

()

(x) = e”(cosx — sinx)
f@(z) = —2¢esinz
O () = —2¢” (cos & + sin )
f®(z) = —4e® cosx

On remarque immédiatement que
FO(2) = —4f(x)

On aura donc la relations de réccurrence suivante

FO (z) = 4" (2)

f(4p) (z) = (—4)Pe” cosz
f(4p+1)(3;) = (—4)Pe”(cosx — sin )
f(4p+2) (x) = —2(—4)Pe” sinx
f(4p+3) (z) = —2(—4)Pe”(cos z + sin x)

4) Calculons la dérivée n°™ de
fo(z)=2""tna

Montrons comme il est proposé dans les conseils que
vneN, 3Ja,eR  fM(z)=-2
Procédons par réccurence. Pour n =1,
@) = 1 (o) =

La propriété est vraie et a; = 1.

f(n+1) (Jf) _ Ap+1

il . On remarque que

a
Supposons que f,(ln) (r) = -, montrons que
x

fn+1<x) = 'Tfn<x)



Nous pouvons alors utiliser la formule de Leibniz.

" dn—i—l
(@) = g @)

= af{" T (x) + (n+ 1)1 (x)

—ay, Gn
= r— 1)—
. 2 +(n+1) x

_ap(=1+n+1)
B x
Donc a
f,ﬁtl)(x) =t avec Apt1 = Nay,
x
Conclusion pour tout n € N* A (x) = In avee an = (n—1)!
x



