
Exercice - M0270

Irrationalité de π

Supposons que π = a
b , ou a, b ∈ N?.

Soit :
∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, π], fn(x) = (πx− x2)n

n!
et

∀n ∈ N In =
∫ π

0
fn(x) sin x dx

1. Montrer que : ∀n ∈ N, In > 0. Calculer I0 et I1

2. a) Pour tout entier n ∈ N?, déterminer en étudiant fn sur [0, π], sup
x∈[0;π]

fn(x).

b) En déduire que

∀n ∈ N?, 0 ≤ bnIn ≤
π2n+1bn

4nn!
puis déterminer lim

n→+∞
bnIn

3. En utilisant deux intégrations par partie successives, montrer que :

∀n ≥ 2,
∫ π

0
fn(x) sin x dx = −

∫ π

0
f ′′n (x) sin x dx

4. En déduire que :
∀n ≥ 2, In = (4n− 2)In−1 − π2In−2

5. Montrer que pour tout entier naturel n, In s’écrit
n∑
k=0

λk,nπ
k, ou les λk,n sont dans Z.

En déduire que si π = a

b
, pour tout n ∈ N, bnIn ≥ 1.

6. Justifier que π /∈ Q.
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