Exercice - M0270C
Supposons que m = ¢, ou a,b € N*.
Considérons la fonction f, définie par :

(rx — )"

Vn € N,Vz € [0, 7], fr(x) = -

et .
YneN I, = / fn(x)sinxdx
0
1a) Pour tout n € N la fonction f,, est continue et positive sur [0, 7r]. Il en est de méme pour la fonction

sin(z). Donc
YneN  Vzel0,n] fn(x)sine >0

Cette derniere fonction étant un produit de fonction continue elle est continue. On en déduit
s
I, = / fn(z)sinadz >0
0
La fonction & — f,, () sinz étant continue, 'hypothése I,, = 0 est absurde, elle en entraine en effet

Vo € [0, 7] fn(z)sine =0

Or

2n
T\ . T
o (3) 05 = oy >0

\ VvneN  I,>0 \

Conclusion

Calculons I

Iy :/ sinzdr = [—cosz]f = —(-1)—(-1)=14+1=2
0

De méme, calculons I;.
s
I = / (rz — 2?) sin zdx
0

Intégrons par partie
I = [(7mx — x%) cos 2] + / cosz(m — 2zx)dx
0

=0+ / cosz(m — 2x)dx
0

= [(m — 2x)sinz|] + 2/ sin xdx
0

=0+ 2[—cosz|]
=2(=(-1)—(-1)) =4

Conclusion

] I =2 I, =4

2a) Etudions la fonction f,, et recherchons son maximum.

() = n(re —x ):!_ (m —2x)




Donc
nr — 22" (7 — 27)

! —
fn est du signe de m — 2z. On en déduit le tableau de variation.
T 0 g ™
fn(@) + 0 -
7'('2”
4nn)!
fn(2) / | pY
|
Conclusion
fule) =
sup fn(z) =
z€[0,m] 4nn!

b) Déterminons la limite de b™I,,. On en déduit de la question précédent

In:/ fn(z)sinx dxﬁ/ sup sinz dz
0

z€[0,m)]
donc
7.r2n ™
Py
4annl Jo
2n
7 . ™
b1, <b 4"n!7T
Conclusion
bn7'('2"+1
Vn>1 I, <
4nn)
Autrement dit
2 n
(%)
VI, <m 4
n!
Or
Va € R a” << n!
donc N
2
lim = =0
n—oo n!
Conclusion
lim "I, =0
n— oo

3) Montrons que

Yn > 2, / fa(z)sing do = —/ fl(x)sinz dz
0 0



Intégrons par partie.
/Tr fo(x)sina doe = [f,(z)(— cos )] / fh(z) cosz dz
0
= —fn(m)cosm — (—f(0) cos 0 + /0 Il (z)cosz dz
= /7T fl(z)cosz dz
= [f"n(x)sinz]] / )sinz dz

= fl(m)sinm — f(0)sin0 — /077 fV(z)sinz dx

—/Tr f(x)sinz dz

0

/7r fn(z)sine dz = */Tr fl(x)sinz dz
0 0

Conclusion

4) Calculons f], et f.

T — x2)"
o) =
n(re — )" (7 — 2z
oty = "IV (o) f ()

fr(@) = =2fn1(2) + (7 — 22) (7 = 22) fr—2()

oo Ji(2) = ~2fea(2) + (7 — 20)° oa(a)
fr(@) = =2fn-1(2) +7° fos(@) — dmz + 42 f,_o(2)
= 2fpn 1(x) + 72 fro(x) — 4(mx — 22) fru_o(x)
=—2fn- 1(x)+7r fr—2(z) —4(n — 1) fr1(z)
—(4n = 2) fa1 (@) + 7° fo2()
Finalement

frl@) = —(4n = 2) fo1(2) + 7 fra()

Reprenons 'égalité établie a la question précédente.
I, = /7r fo(z)sing do = —/7r f(x)sinz dz
0 0
= [ —tan =2 fus() 4 7o) sin da
= (4n — 2) /07T frn_1(z)sinz dz — 7* /OTr fr—2(x)sinz dz

= (4n —2)1,_1 — 71, _»

Conclusion

| Vn>2 L= —(dn — 2y +72Lh_s |

n
5) Montrons que, pour tout entier naturel n, I,, s’écrit E )\kmﬂ'k ou les A ,, sont des entiers relatifs.
k=0
Procédons par réccurence.



Pour n = 0, nous avons Iy = 2 donc Iy = 27°. De méme, pour n = 1 nous avons I; = 4, donc
I = 47° + 07!, Autrement dit
Ao,0 = 2 Moi1=4 A1=0

Supposons la propriété établie jusqu’au rang n, c’est a dire
p
Vp<n I, = Z A pT* Aep EZ
k=0

Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire

n+1

k

In+1 = Z Ak,pﬂ-
k=0

Lny1 = (4n+2)1, — 721, 4

n n—1
= (4n + 2) Z )\k,nﬂk — 72 Z )\k}n,lwk
k=0 k=0

n n—1
= 2(477, + 2))\k’nﬂ'k — Z )\k7n,17Tk+2
k=0 k=0
n n+1

= (41’L + Q)Ak’nﬂ'k — Z )\k,Q’nfl’lTk
k=0 k=2

= (4n+2) Ao + (40 + 2 A0 + D (40 + 2) Ak — Me—2i0—1) T = Mg 7™
k=2

Donc
n+1

Ij1 =Y Angart
k=0

Avec

)‘O,nJrl = (4TL + 2))\0, n

)‘177l+1 = (4TL + 2))‘1,n

Ment1 = (An+2)Agn, — Ap—2,n—1 Vk e {2,3,---,n}

)‘n+1,n+1 = —)\n—1,n71

Conclusion :

VneN  I,=)Y Mamt  Mn€Z
k=0

Supposons 7 = . Il vient

b1, = b zn: Mo (%)k - zn: Mo @b
k=0 k=0

Donc b"1,, est un entier relatif. De plus I,, > 0 d’apres la question 1) et b # 0 donc |b"1,| > 0.

Conclusion
™= % = V"I, >1
6) Montrons que 7 est irrationnel. Nous avons démontré
lim b1, =0
n—oc0

Supposons 7 rationnel. Il s’écrit alors § ce qui entraine que b"I,, > 1 ce qui est manifestement en

contradiction avec la convergence de b™ I, vers 0. L’hypohese 7 rationel est donc absurbe.

Conclusion : | 7 est irrationel




